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1.4 Opis uzyskanych rezultatéow

Moje zainteresowania naukowe skupiaja si¢ gléwnie wokoét teorii réwnan rézniczko-
wych, teorii sterowania optymalnego i teorii sterowalnosci, a takze wybranych za-
gadnien natury podstawowej z zakresu analizy nieliniowe;.

1.4.1 Rozprawa doktorska

W rozprawie doktorskiej nt. ,,Optymalizacja uktadow opisanych rownaniamsi roz-
niczkowymi czgstkowyms” badane sa uklady sterowania o parametrach roztozonych
postaci (12) i (13) (patrz str. 16). Dla uktadu (12) uzyskane zostaly twierdzenia o
istnieniu, jednoznacznosci i cigglej zaleznosci rozwiazania (2!, 2%) od sterowania u
oraz warunki gwarantujace istnienie rozwiazania zadania sterowania optymalnego
opisanego przez liniowy uktad sterowania i catkowy nieliniowy funkcjonal kosztu.
Uzyskane takze zostaly warunki konieczne optymalnosci dla takiego zadania. Dla
ukladu (13) udowodnione zostalo twierdzenie o istnieniu i jednoznacznosci rozwia-
zania 2z przy ustalonym sterowaniu u oraz warunki konieczne optymalnosci dla zada-
nia sterowania optymalnego opisanego przez potliniowy uktad sterowania, punktowe
warunki koricowe i catkowy nieliniowy funkcjonat kosztu.

Wyniki uzyskane w rozprawie doktorskiej badz ich uogoélnienia zostaty opubliko-
wane i beda oméwione w dalszej czesci autoreferatu.

1.4.2 Rozprawa habilitacyjna

W rozprawie habilitacyjnej nt. "O pewnych problemach wariacyjnych dla rownarn roz-
niczkowych zwyczajnych z warunkamsi brzegowyma typu Dirichleta v okresowymi oraz
ich zastosowaniu”, przy pomocy metod wariacyjnych, badane sa zwyczajne uktady
sterowania drugiego i wyzszych rzedéw. Prezentowane podejscie i rezultaty uzyskane
dla uktadow sterowania zastosowane sa do badania zadan sterowania optymalnego
opisanych przez te uktady. Rozprawa, oparta na pracach [14], [15], [18] (*), sktada
sie z trzech rozdziatow.

Loznaczenia liczbowe pozycji bibliograficznych dotycza prac autora oraz prac wspotautorskich

i sa zgodne ze spisem publikacji umieszczonym na poczatku autoreferatu; w przypadku cytowa-
nia prac innych autoréw uzywane sa oznaczenia literowe, badz literowo-liczbowe i zgodne sg z
zestawieniem tych prac umieszczonym na koncu rozdziatu 1.4 autoreferatu



W rozdziale 1 nt. ,,Stabilnosé potliniowych problemow Dirichleta” zawarte sa re-
zultaty uzyskane w pracy [18] (wyniki uzyskane w pracy [18|, jak rowniez w pracach
[14] i [15], omowione beda w dalszej czesci autoreferatu). Jeden z tych rezultatow
wykorzystany jest do udowodnienia twierdzenia o istnieniu rozwiazania zadania ste-
rowania optymalnego, opisanego przez uktad sterowania (1) (patrz str. 10) i catkowy
nieliniowy funkcjonal kosztu.

W rozdziale 2 nt. ,, Macierzowo-okresowy problem rzedu 2k” zawarte sa rezul-
taty uzyskane w pracy [14]. Ponadto, podane sg zastosowania tych rezultatow do
zbadania ciagtej zaleznosci rozwiazan uktadu sterowania od sterowan i, podobnie
jak w rozdziale 1, do dowodu twierdzenia egzystencjalnego dla zadania sterowania
optymalnego, opisanego przez ten uktad i catkowy nieliniowy funkcjonal kosztu.

W rozdziale 3 nt. ,, Koercytywny problem Dirichleta drugiego rzedu i jego optyma-
lizacja” zawarte sa rezultaty uzyskane w pracy [15]. Takze i w te]j czesci rozprawy,
obok wynikow uzyskanych w pracy [15], otrzymane jest twierdzenie o istnieniu roz-
wigzania odpowiedniego zadania sterowania optymalnego.

1.4.3 Prace dotyczace réwnan rézniczkowych

Prace omawiane w niniejszym rozdziale dotycza probleméw poczatkowych i brzego-
wych dla réwnan rézniczkowych zwyczajnych, czastkowych i rézniczkowo-catkowych,
z pochodnymi catkowitego i niecatkowitego rzedu. W przypadku pochodnych nie-
catkowitego rzedu rozwazane byly pochodne Riemanna-Liouville’a i Caputo.

Roéwnania zwyczajne

W pracy [18] uzyskane sg twierdzenia o cigglej zaleznosci rozwiazan od parametru
funkcyjnego (sterowania) (*) dla potliniowego uktadu drugiego rzedu z warunkami
brzegowymi typu Dirichleta

i+ au = D,F(t,u,w), t € [ :=1[0,7] p.w.,
{ w(0) = ur) = 0 (1)

gdzie F': [ x R" x R™ — R, D, F oznacza gradient funkcji /' wzgledem zmiennej u,
bez zalozen gwarantujacych jednoznaczno$é rozwiazania. Problem ciagtej zalezno-
sci rozwiazan od sterowan dla zwyczajnych probleméw Dirichleta drugiego rzedu, w
przypadku n = 1 i przy zatozeniu jednoznacznosci rozwiazania, byt badany m.in. w
[Gal, [Kla], [Ing], [LP], [Sel], [VK], [BL]. W pracy [18] najpierw wyprowadzone sa,
przy wykorzystaniu dualnej zasady najmniejszego dziatania ([Maw]), twierdzenia o
cigglej zaleznosci rozwiazan od prawej strony dla poétliniowego réwnania operatoro-
wego postaci

Lu = Vg(u), (2)

2ciagla zaleznosé rozwiazan od parametréw funkcyjnych lub, ogdlniej, od prawej strony uktadu
nazywana jest czasami stabilnoscig uktadu; nalezy odrézniaé pojecie stabilnosci uktadu od pojecia
stabilno$ci rozwiazania uktadu, o ktérym mowa w dalszej czesSci autoreferatu



gdzie L : D(L) C H — H jest liniowym operatorem samosprzezonym o domknie-
tym obrazie, g : H — R - funkcja wypukla i ciagta na H oraz rézniczkowalng
w sensie Gateaux na dziedzinie operatora L, H - rzeczywista przestrzenia Hilberta.
Nastepnie, wyniki otrzymane dla powyzszego rownania operatorowego wykorzystane
sa do uzyskania twierdzeni o ciagtej zaleznosci rozwigzan od parametru funkcyjnego
w : I — R™ dla problemu Dirichleta (1). Rozwazany jest przypadek, gdy a > 1,
t.zn. gdy funkcjonal dziatania dla powyzszego réwnania nie jest koercytywny(?).
Przypadek koercytywny (a < 1), takze bez zalozen gwarantujacych jednoznacznosé
rozwiazania, badany byl, w oparciu o bezposrednia metode rachunku wariacyjnego,
w pracy |[Wal3].

W pracy [14] badany jest, przy pomocy bezposredniej metody rachunku waria-
cyjnego, pewien nieliniowy problem parzystego rzedu (2k) z macierzowo-okresowymi
warunkami brzegowymi, opisanymi przy pomocy macierzy kwadratowej A. Z uwagi
na ztozony zapis tego problemu, nizej podamy jedynie pewne jego szczegdlne przy-
padki.

Gdy k = 2, problem ten przyjmuje posta¢ (dla skrocenia zapisu pomijamy symbol
zmiennej ¢ jako argumentu funkcji u i jej pochodnych)

d d
(it = Dy G(t ) + DGt uyi) = 0, t € I paw, (3)

(%u - DulG(t7 U, u)) |t:0 (%U’ - DulG(tv U, u)) |t:Tr ’

gdzie G = G(t,u,uy) : IXR"XR" - R, A= [ ZO’O Zo’l } jest macierzg nieosobliwg
1,0 Q11

i taka, ze AT = A~! oraz
B— { a1,1  —Qo,1 }

—Qi10 Ao

Jesli funkcja G jest dostatecznie gladka, rownanie (3) przyjmuje posta¢ normalna,
tzn.
u® + H(t,u,0,i) =0, t € I pw.,

gdzie

H(t7 u) u17 u2) — —Du1tG(t, U, u1) - DuluG(t’ u, ul)ul
- DUIUIG(tv u, ul)u2 + DuG<t, u, Ul).

3przez koercytywnosé¢ funkcjonalu f : W — R, gdzie W jest przestrzenia unormowansa, rozu-

miemy zbieznosé f(u)
[ull =00
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W przypadku, gdy k jest dowolne, A jest macierza jednostkowa (A = I), a funkcja
G nie zalezy od zmiennych uy, ..., ux_1 (G = G(t,u)), badany problem redukuje sie
do problemu okresowego postaci

u®®) + (- )kDG(, )—0 telpw.
u®(0) = u®(7), i =0,...,2k -1 ’

zas gdy A = —1 i G = G(t,u), otrzymujemy problem antyokresowy postaci

u® 4 (~1)*D,G(t,u) =0, t € I pw.

W monografii [MW], w oparciu o bezposrednia metode rachunku wariacyjnego
i lemat Du Bois-Reymonda dla funkcji okresowych i pochodnych pierwszego rzedu,
udowodnione jest twierdzenie o istnieniu rozwigzania problemu okresowego drugiego
rzedu postaci
it = D,G(t,u), t € I p.w.,
{ u(0) = u(m), u(0) = ()

Podstawowym zalozeniem jest tam warunek ,koercytywnosci na jadrze”(?)

G(t,c)dt — 0. (4)

|e] =00

W pracy [14] uzyskane zostato analogiczne twierdzenie, z odpowiednim uogoélnieniem
warunku (4), dla problemu rzedu 2k z warunkami brzegowymi typu macierzowo-
okresowego. Warunek ten jest postaci

/ FWE, W), WED@) . — oo
i leil—oo

I
gdzie W (t) = co + c1t + ... + cp_1tF71, F jest funkcja opisujaca réwnanie. Dowdd
tego twierdzenia oparty jest na otrzymanym w pracy lemacie Du Bois-Reymonda dla
funkcji jednej zmiennej, spetniajacych warunki brzegowe typu macierzowo-okresowego,
i pochodnych rzedu k. Problemy okresowe wyzszego rzedu badane byly, przy uzyciu
metod topologicznych, przez innych autoréw. W pracy [MZ| badane jest réwnanie
rzedu czwartego (k = 2). Zastosowanej tam metody nie mozna przenie$¢ na przy-
padek k& > 2, o czym wspominaja autorzy w swojej pracy. W pracy |OZ] badane sa
problemy rzedu nieparzystego.

W pracy [15], rowniez przy pomocy bezposredniej metody rachunku wariacyjne-
go, otrzymalismy wyniki o istnieniu rozwiazania problemu Dirichleta drugiego rzedu
postaci

{ LDy F(t,u,i,w) = D,F(t,u,i,w), t €1 p.w. 5)
uw(0) =u(mr) =0

4po raz pierwszy warunek tego typu byl rozwazany w pracy [ALP|
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gdzie F': I x R" x R" x R™ — R.
W pracy [28| rozwazany jest uktad drugiego rzedu postaci

u=D,F(t,u,w), t €[0,00) a.e., (6)

z warunkiem poczatkowym
u(0) =«

(uktady na nieograniczonym przedziale [0, 00) nazywane sg uktadami z nieskoriczo-
nym horyzontem). Zaproponowana tu zostala nowa koncepcja stabilnosci rozwiaza-
nia zerowego dla uktadéw drugiego rzedu. Doktadniej, wprowadzone zostato pojecie
asymptotycznej stabilnosci rozwiazania zerowego (wzgledem wartosci poczatkowe;
« 1 parametru funkcyjnego w) w sensie wariacyjnym i podane warunki zapewnia-
jace taka stabilnosé. Zagadnienie stabilnosci rozwiazan dla uktadéw drugiego rzedu
bylo badane przez niewielu autoréow. W pracach |Lel|, [Se2| badana jest stabilnosé
rozwigzan potliniowych uktadéow drugiego rzedu przy pomocy funkcji Lapunova. W
omawianej pracy nie korzysta sie z tego typu funkcji. Warto podkreslié¢, ze w przy-
jetej definicji wariacyjnej stabilnosci nie naktada sie warunkéw na wartosé pierwszej
pochodnej w chwili poczatkowej, podczas gdy zastosowanie metody polegajacej na
zastapieniu badanego uktadu drugiego rzedu odpowiednim uktadem pierwszego rze-
du i skorzystanie z klasycznych wynikoéw o stabilnoLyci dla ukladéw pierwszego
rzedu prowadzitoby do pojecia stabilnosci, w ktéorym wystepowalyby takie warun-
ki. Gléwny wynik pracy zilustrowany jest przyktadem uktadu, ktorego rozwiazanie
zerowe nie jest stabilne w sensie klasycznym, a jest stabilne w sensie wariacyjnym.

Roéwnania czastkowe W pracy [12| udowodnione jest uogolnienie lematu Du
Bois-Reymonda dla funkeji dwoch zmiennych, spetniajacych warunki brzegowe typu
Dirichleta, i mieszanych pochodnych czastkowych drugiego rzedu ([Wal2]) na przy-
padek funkcji dwoch zmiennych i mieszanych pochodnych czastkowych dowolnego
rzedu. Nastepnie, wyprowadzone jest, w oparciu o bezposredniag metode rachunku
wariacyjnego, twierdzenie o istnieniu stabego rozwiagzania uktadu postaci

82k+2l2

W = DZH(Z',y, Z), (x,y) € P:= [O, 1] X [0, 1] - RZ p-w.,

z warunkami brzegowymi typu Dirichleta, ktore spelia pewien dodatkowy warunek
regularnosci. W pracy [9] uzyskany zostal lemat Du Bois-Reymonda dla funkcji
dwoch zmiennych, spetiajacych warunki brzegowe typu Dirichleta, i pochodnych
czastkowych pierwszego rzedu. Lemat ten postuzyt do udowodnienia, w oparciu o
bezposrednia metode rachunku wariacyjnego, istnienia jednoznacznego rozwiazania
pewnego czastkowego problemu rézniczkowo-catkowego.

Roéwnania rézniczkowo-catkowe zwyczajne W pracy [40] udowodnione jest
istnienie jednoznacznego rozwiazania zadania Cauchy’ego dla réwnania rézniczkowo-
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catkowego typu Fredholma

u'(t) = / F(t,7,u(r))dr + a(7), t € [a,b] p.w.

z warunkiem poczatkowym
u(a) =0,

w przestrzeni funkcji absolutnie ciagtych z pochodna sumowalng z kwadratem. Udo-
wodnione jest takze twierdzenie o wrazliwosci tego problemu, t.j. o ciagtej rézniczko-
walnosci odwzorowania, ktore parametrowi funkcyjnemu o € L? przyporzadkowuje
odpowiadajace mu rozwiazanie powyzszego problemu. Rezultaty te uzyskane zosta-
ly w oparciu o twierdzenie dyfeomorfizmie otrzymane w pracy [35] (por. rozdzial
1.4.6).

Roéwnania z pochodnymi ulamkowego rzedu Kolejnym nurtem badan sa
uklady réwnan rozniczkowych (w tym procesy powtarzalne i rownania rézniczkowo-
catkowe), zawierajace pochodne utamkowe w sensie Riemanna-Liouville’a i Caputo.
Utamkowy rachunek rézniczkowy i jego zastosowania w teorii rownan rézniczkowych
przezywaja obecnie intensywny rozwoj. Mimo, iz nie ma obecnie teorii fizycznej, kto-
ra prowadzi do rownan stanu zawierajacych pochodne utamkowego rzedu, to okazuje
sie, ze wiele procesow o charakterze anomalnym lepiej modeluja uktady zawieraja-
ce pochodne utamkowe, anizeli uklady zawierajace jedynie pochodne naturalnych
rzedow. Nalezy tu wymieni¢ m.in. procesy dyfuzji w osrodkach porowatych (|La)
[ACV]), procesy natury lepko-sprezystej dla substancji plazmowych (|[BT]), model
superkondensatora elektrycznego ([WE]).

W pracy [33] uzyskane jest twierdzenie o istnieniu i jednoznacznosci rozwiazania
nieliniowego problemu

D¢ x(t) = f(t,z(t)), t € [a,b] a.e.
L "

gdzie f : [a,b] x R* — R", ¢ € R" oraz D%,z i I3 x sa lewostronng pochodng
Riemanna-Liouville’a rzedu a € (0,1) i lewostronng funkcja pierwotna rzedu o
funkeji z(+). Ponadto, uzyskany zostal wzor Cauchy’ego na rozwiazanie w przypadku
autonomicznego uktadu liniowego

D2, x(t) = Ax(t) + b(t).

W przypadku granicznym o = 1, wzor ten redukuje sie do klasycznego wzoru Cau-
chy’ego dla zwyczajnego ukltadu linowego pierwszego rzedu. W pracy [49], uzyskane
zostaly analogiczne wyniki dla problemu

{ “De x(t) = f(t,x(t)), t € [a,b] ae.

z(a) = c
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i liniowego nieautonomicznego problemu

{ CDe x(t) = A(t)z(t) + b(t), t € [a,b] ae.

z(a) =c¢

gdzie © D ', jest pochodng Caputo funkcji z.

W pracy [66], przy pomocy bezposredniej metody rachunku wariacyjnego, uzyska-
ne zostato twierdzenie o istnieniu rozwiagzania pewnego rownania potencjalnego, za-
wierajacego pochodne utamkowe dwoch réznych rzedéw. Wezedniej, badane byty
tego typu problemy, ale dla uktadéw zawierajacych tylko jedna pochodng utamko-
wego rzedu (|Bol, [43]). Zbadanie ogdlniejszego problemu mozliwe byto dzieki wyko-
rzystaniu twierdzenia o zwartosci zanurzenia dla przestrzeni funkcji posiadajacych
pochodne Riemanna-Liouville’a uzyskanego w pracy [65] (por. takze odpowiednie
twierdzenia o zwartych zanurzeniach dla utamkowych przestrzeni Sobolewa wpro-
wadzonych i badanych w pracy [39]).

Praca [38] dotyczy proceséw powtarzalnych utamkowego rzedu postaci

{ Dy 21 (t) = Avziga (t) + Agwi(t) + Bugya(t) (8)
wk+1(t) = Clzk+1 (t) + ngk(t) + Dukﬂ (t)

gdzie z,(t) € R™, wy(t) € R™, uy(t) € R" dla k € NU{0}, wspotczynniki wystepujace
po prawej stronie ukladu sg macierzami odpowiednich wymiaréw, Dy, 2,1 oznacza
pochodng rzedu o € (0,1) w sensie Riemanna-Liouville’a lub Caputo. Powyzszy
uktad jest utamkowym odpowiednikiem znanego w teorii sterowania automatycz-
nego dyskretno-ciaglego procesu powtarzalnego (nazywanego takze rézniczkowym
procesem powtarzalnym), znajdujacego zastosowanie m.in. do opisu procesu wydo-
bywczego wegla i procesu walcowania metalu. W pierwszym przypadku powyzszy
proces rozwazany jest z warunkami poczatkowymi

{ (I.:%21)(a) = ¢, for k € N,
wo(t) = f(t) for t € [a,b],

natomiast w drugim przypadku - z warunkami

{ zk(a) = ¢ for k € N,
wo(t) = f(t) for t € [a, b,

gdzie ¢ € R" dla k € N oraz f : [a,b] — R™ sa danymi poczatkowymi. W obu
przypadkach uzyskane zostaly twierdzenia o istnieniu i jednoznacznosci rozwigzan

3€l3=(a(ren: [0l = [T RY 2() € AC%, ([a,b],R™), k € N}

k=1

przy dowolnie ustalonym sterowaniu u = (ux(-))gen : [@,b] — HZ;R’” nalezacym
do odpowiedniej klasy (tutaj ACS, ([a, b],R") oznacza odpowiednio zbiér funkeji po-
siadajA...cych pochodne w sensie Riemanna-Liouville’a lub Caputo rzedu «), a
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takze twierdzenia o ciagtej zaleznosci rozwiazan od sterowan. W przypadku proce-
su z pochodng Caputo udowodnione zostalo takze twierdzenie o aproksymatywne;j
sterowalnosci (ten wynik omowiony jest w rozdziale 1.4.5).

W pracy [37] uzyskane zostato twierdzenie o istnieniu i jednoznacznosci rozwia-
zania x(-) oraz o rozniczkowalnej zaleznosci tego rozwiazania od parametru funkcyj-
nego u(+) dla rézniczkowo-catkowego zadania Cauchy’ego typu Volterry

{Dam Sy @(t.s.2(s))ds + u(t), t € [a,b] pw (9)
I'2(a) = 0

Podobnie, jak w pracy [40], dowod tego twierdzenia oparty zostal na twierdzeniu o
dyfeomorfizmie, pochodzacym z pracy [35].

W pracy [45] badane sa zagadnienia analogiczne jak w pracy [37], ale dla pro-
blemu

{ a+x(t —i—f; (t,s,2(s),u(s))ds = f(t,z(s),v(s)), t € [a,b] p.w
I %(a) =0

z dwoma parametrami funkcyjnymi u(-), v(+), dziatajacymi na uktad w sposob nieli-
niowy (w przypadku ukladu (9) sterowanie u(-) dziata na uktad w sposéb liniowy).
Z powodu tej nieliniowo$ci nie mozna skorzystaé¢ z twierdzenia o dyfeomorfizmie.
Mozna natomiast zastosowaé twierdzenie o globalnej funkcji uwiktanej uzyskane w
pracy [41], ktore jest uogolnieniem na operatory nieliniowe (wzgledem parametru)
twierdzenia o dyfeomorfizmie (por. rozdzial 1.4.6).

Kolejne dwie prace, [67] 1 [68], dotycza rownan rézniczkowych czastkowych utam-
kowego rzedu z pochodnymi w sensie Riemanna-Liouville’a. W pracy [67] badany
jest utamkowy wariant uktadu (12), a mianowicie

{ Dg—‘,—mz _fl('r7y7zluzz7u) (10)
D§+,yz :f2($7y721722ﬂu)

p.w. na P = [a,b] X [¢,d] C R?, z warunkami poczatkowymi

(Ii:%2")(a,y) =0, y € [e,d] p.w. (11)
(ICIJFZZ )(z,¢) =0, z € [a,b] p.w.
gdzie (o, 8) € (0,1]x(0,1], f1: PXxR" xR"xR™ — R™, f2: PXxR™ xR"2xR™ —
R, (tutaj Dy, ., Dﬁﬁy [;Jrojﬂ, [Cl+§ oznaczaja pochodne Riemanna-Liouville’a i
calkl utamkowego rzedu wzgledem odpowiednich zmiennych). Gtéwny wynik pracy,
obok twierdzenia o catkowej reprezentacji funkcji posiadajacej odpowiednig utam-
kowa pochodng czastkowa, to twierdzenie o istnieniu i jednoznacznosci rozwigzania
(21(+), 22(+)) powyzszego problemu oraz o cigglej zaleznosci rozwigzania od sterowa-

nia u(-). W pracy [68] badany jest z kolei utamkowy wariant uktadu (13), t.zn.

D:ﬁx,c+,yz<x>y) = f(l‘,y,Z([L’,y),Dg_i_,xZ(l‘,y),Dcﬁ+,y2($,y),U(£L’,y)), (xay) SV a.c.,
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z warunkami poczatkowymi

{ [;l{%lcll_gz(x,c) =v(x), z € [a,b]
Ia+,x’,c+yz(a7 y) = 5(y)7 y e [07 d]

gdzie v : [a,b] = R™, 0 : [c,d] — R™ sa funkcjami absolutnie ciaglymi, spetniajacymi
warunek v(a) = d(c), natomiast Dgijcwz, Dy, .z, ijcﬁyz oraz I;;‘;lcjr@z sa odpo-
wiednimi pochodnymi czastkowymi w sensie Riemanna-Liouville’a i utamkowsa catka
funkeji z(-). W pracy wprowadzone zostalo pojecie mieszanej pochodnej czastkowej
Dgﬁw,c + % 1zedu (o, B) i wyprowadzone zostalo twierdzenie o catkowej reprezentacji
funkcji posiadajacych taka pochodng. Takze i tutaj udowodnione zostato twierdze-
nie o istnieniu i jednoznacznosci rozwiazania z(-) powyzszego zadania i jego ciagle;
zaleznosci od sterowania u(-). Twierdzenie egzystencjalne dla powyzszego problemu,
przy zalozeniu, ze prawa strona ukladu nie zalezy od pojedynczych pochodnych i

przy nieco innej definicji utamkowej pochodnej mieszanej, mozna znalezé w pracy

V).

1.4.4 Prace dotyczace teorii sterowania optymalnego

Teorig sterowania optymalnego zajmowaltem si¢ w kontekscie zagadnienia istnienia
rozwigzan optymalnych i warunkéw koniecznych optymalnosci pierwszego rzedu.
Przedmiotem moich zainteresowan byly gléwnie nastepujace uktady sterowania o
parametrach roztozonych:

021 1 1,2
E:f(x,y,Z,Z,U) 12
dla (z,y) € P p.w., z warunkami poczatkowymi
21(0,y) =0, 2*(x,0) =0
dla z,y € [0, 1] oraz
0z 0z Oz
— = ZZ ). 13
8xay f(x7y7z7 ax7ay7u) ( )

dla (z,y) € P p.w., z warunkami poczatkowymi
2(x,0) =0, 2(0,y) =0

dla z,y € [0, 1] (w niektoérych pracach powyzsze uktady rozwazane sa z niezerowymi
warunkami poczatkowymi)(®). Ponadto, badalem uktady sterowania o parametrach
roztozonych postaci (14) (por. str. 21), a takze zwyczajne uktady sterowania drugiego
rzedu z nieskonczonym horyzontem postaci (6) i (15) (por. str. 22).

Suktad (13) nazywany jest uktadem Goursata-Darboux; dyskretne odpowiedniki uktadow (12)
i (13) znane sa w literaturze dotyczacej sterowania automatycznego jako uklady Roessera i
Fornasiniego-Marchesiniego

16



Uktlady czastkowe Uktady postaci (12) znajduja zastosowanie do opisu procesow
chemicznych zachodzacych w reaktorach ze zmieniajaca sie aktywnoscia katalizatora.
Naturalng przestrzenig rozwiazan (w sensie Caratheodory’ego) dla tych uktadow jest
produkt przestrzeni funkeji absolutnie ciggtych wzgledem odpowiednich zmiennych.
Funkcje takie mozna takze okresli¢ (z doktadnoscia do reprezentacji p.w.) przy po-
mocy pochodnych uogélnionych i traktowac jako elementy odpowiednich przestrzeni
typu Sobolewa.

W pracy [10] wyprowadzone sa twierdzenia o istnieniu jednoznacznego rozwia-
zania i o ciaglej zaleznosci rozwiazan od sterowan dla uktadu (12) oraz o istnieniu
rozwiazania optymalnego dla liniowego nieautonomicznego uktadu postaci (12) roz-
wazanego z catkowym nieliniowym funkcjonatem kosztu, przy zatozeniu wypuktosci
funkeji podcatkowej wzgledem zespotu zmiennych stanu i sterowania. Praca [13]
zawiera dowod zasady maksimum dla zadania sterowania optymalnego, opisanego
przez uktad (12) i catkowy nieliniowy funkcjonal kosztu. Zasada ta ma charakter
punktowy, a uktad sprzezony jest liniowym uktadem typu (12).

W pracy |[MS] uzyskane jest twierdzenie o istnieniu jednoznacznego rozwiazania
oraz o ciagtej zaleznosci rozwiazan od sterowan dla uktadu (12) z warunkami brze-
gowymi rozumianymi w sensie catkowym, badanego przy pomocy pojecia pochodnej
uogodlnionej i pojecia sladu funkeji. Warto nadmienié¢, ze w dowodzie twierdzenia eg-
zystencjalnego w pracy [MS| wykorzystuje sie twierdzenie o zwezajacym k - krotnym
ztozeniu od-wzorowania, natomiast w pracy [10] uzywamy pojecia metryki Bielec-
kiego i twierdzenia Banacha o odwzorowaniu zwezajacym. Metoda oparta na poje-
ciu metryki Bieleckiego pozwala uniknaé¢ ktopotliwych rachunkéw prowadzacych do
pewnych oszacowan dla k - krotnego ztozenia badanego odwzorowania. Twierdze-
nie o ciggtej zaleznosci rozwiazan od sterowan uzyskane w pracy [MS| ma silniejsze
zalozenia i silniejsza teze, anizeli twierdzenie uzyskane w pracy [10]. W pracy [VS]
uzyskana jest zasada maksimum dla zadania zwiazanego z funkcjonatem kosztu za-
leznym jedynie od rozwigzania i rozwazanego w klasie sterowan kawatkami ciagtych
oraz w specjalnej klasie rozwigzan.

W pracy [44] rozwazany jest m.in. szczegolny przypadek uktadu (12) postaci

G =Wy, 2") + B (w0, y)u?

z zerowymi warunkami poczatkowymi i funkcjonatem kosztu
J(u) = /fo(x,y,zqi(x,y),25(%?;),ul(x,y),u2(x,y))d$dy — min..,
P

gdzie (21(+), 22(+)) jest rozwiazaniem ukladu odpowiadajacym sterowaniu (u!(-), u?(-)).
Zadanie to rozwazane jest w niestandardowych przestrzeniach rozwiazan (absolutnie
ciagtych wzgledem zespotu zmiennych) i sterowan (absolutnie ciagtych wzgledem od-
powiednich zmiennych). Przy zatozeniu wypuklosci funkeji f© wzgledem zmiennych
(u', u?) wyprowadzone jest twierdzenie o istnieniu rozwigzania powyzszego zadania.
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Zadanie sterowania optymalnego opisane przez uktad (12) i catkowy nieliniowy
funkcjonal kosztu, przy punktowych warunkach koricowych natozonych na rozwia-
zanie, badane jest w pracach [52], [53| i [19]. Rozwazanie punktowych warunkow
konicowych oznacza koniecznosé badania uktadu w przestrzeniach rozwiazan i ste-
rowan takich, jak w pracy [44]. W pracy [52] uzyskane zostaly warunki konieczne
optymalnosci dla liniowego autonomicznego uktadu typu (12). Zatozenie liniowosci
i autonomicznosci pozwolily sprowadzi¢ badany problem do ukladu typu (13)(%).
W pracy [53] badany jest uktad (12) nieliniowy wzgledem zmiennej stanu. W kon-
sekwencji nie mozna sprowadzi¢ go do uktadu (13). W tym przypadku warunki
konieczne optymalnosci otrzymane sa przy pomocy zasady ekstremum dla zadania
gtadko-wypuktego. W pracy [19], w przypadku liniowym nieautonomicznym, wy-
prowadzone sg twierdzenia o cigglej zaleznosci rozwiazan od sterowarni i o istnieniu
rozwigzania optymalnego.

Uktady postaci (13), znajdujace zastosowanie do opisu procesu absorbcji gazu i
suszenia (|TS]), badane byly przez wielu autoréow. W pracy [AO], dla ukladu bez
zmiennej sterujacej, udowodnione jest istnienie klasycznego rozwiazania (tzn. posia-
dajacego ciagle odpowiednie pochodne czastkowe) i zbadana ciagta zaleznosé rozwia-
zann od warunkoéw poczatkowych i prawej strony rownania. Naturalna przestrzenia
rozwiagzan dla ukladow zawierajacych sterowanie jest przestrzen funkcji posiadaja-
cych stosowna reprezentacje catkowa (rozwiazania w sensie Caratheodory’ego). Taka
reprezentacje posiadaja funkcje absolutnie ciggte dwoch zmiennych zdefiniowane w
pracy [Wall] przy pomocy pojecia absolutnie ciaglej funkcji przedziatu("). W pra-
cach [Surl], [Sur2|, [Sur3| przestrzer rozwiazan okreslona jest jako przestrzen typu
Sobolewa, opisana przy pomocy pochodnych uogélnionych. Mozna pokazac, ze ele-
menty takiej przestrzeni (z doktadnoscia do reprezentacji p.w.) posiadaja stosowna
reprezentacje catkowa.

W pracy [PS1] uzyskane jest twierdzenie o istnieniu i jednoznacznosci lokalnego
rozwiazania uktadu (13), natomiast w pracy [Sur3| (por. takze [Surl|) udowodnione
jest twierdzenie o istnieniu i jednoznacznosci globalnego rozwigzania tego uktadu, w
sensie Caratheodory’ego. Dowdd tego twierdzenia oparty jest na twierdzeniu o zwe-
zajacym k - krotnym zlozeniu odwzorowania. W pracy |7], istnienie i jednoznacznosé
rozwigzania uzyskane zostalo przy pomocy metryki Bieleckiego i twierdzenia Bana-
cha o punkcie staltym, co, podobnie jak w przypadku uktadu (12), pozwolito znacznie
uproéci¢ dowod.

Glownym wynikiem pracy [7] jest twierdzenie o istnieniu rozwigzan optymal-
nych dla uktadu (13) rozwazanego w klasie sterowan dwoch zmiennych o wahaniu

6w pracy |Pie|] pokazana jest réwnowaznosé obu uktadéw w przypadku liniowym autonomicznym

"Niezaleznie, pojecie funkeji absolutnie ciagtej dwoch zmiennych wprowadzone zostato takze w
pracy [BG], przy czym w pracy tej autor nie uzywa pojecia funkeji przedziatu; niektoérzy autorzy
funkcjami absolutnie ciaglymi dwoch zmiennych nazywaja wprost funkcje posiadajace odpowiednia,
reprezentacje catkowa (por. np. [PS1]). Zaleta definicji podanej w pracy [Wall], jest wskazowka
do zdefiniowania w analogiczny sposob, czyli przy pomocy pojecia funkcji przedziatu skojarzonej z
funkeja dwoch zmiennych (wzorem funkeji jednej zmiennej) funkeji o wahaniu skoriczonym dwoch
zmiennych ([6]).
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skoriczonym na P ([6]), z catkowym nieliniowym funkcjonatem kosztu. Twierdzenie
to uzyskane jest w oparciu o wyprowadzona w pracy zasade wyboru Helly’ego dla
funkeji dwoch zmiennych o wahaniu skoriczonym, analogiczna do zasady Helly’ego
dla funkcji jednej zmiennej. Zasada ta spotkala sie z zainteresowaniem specjalistow
z zakresu teorii funkcji rzeczywistych ([BBCh|, [Ch]|, [ChT1|, [ChT2], [ChT3]). W
pracy [5] rozwazany jest przypadek funkcjonatu zaleznego takze od wartosci wahania
sterowania u na zbiorze P.

W pracy [8] uzyskane jest twierdzenie o istnieniu rozwigzan optymalnych dla
nieliniowego ukladu (13) rozwazanego z funkcjonalem kosztu zawierajacym nieli-
niowy sktadnik catkowy i sktadnik zalezny od szybkosci zmian sterowania oraz od
liczby jego przel aczen. Wynik ten jest rozszerzeniem twierdzenia egzystencjalnego
otrzymanego w pracy [3] dla liniowego uktadu typu (13) i funkcjonatu kosztu zawie-
rajacego liniowy skladnik catkowy oraz zaleznego od szybkosci zmian sterowania.
W pracy [3], poza istnieniem rozwigzan optymalnych, wyprowadzona zostata takze
zasada maksimum dla badanego problemu.

W pracy [11] udowodnione jest twierdzenie o istnieniu rozwiazan optymalnych
dla zadania opisanego przez liniowy nieautonomiczny uktad (13) i nieliniowy funkcjo-
nal kosztu, bedacy suma trzech sktadnikéw catkowych, przy czym funkcje podcatko-
we zaleza w spos6b wypukly, poza zmiennymi sterowania i stanu, takze od zmiennych
reprezentujacych pochodne czastkowe rozwigzania. Zadanie to rozwazane jest w kla-
sie sterowan sumowalnych, przyjmujacych wartosci w ustalonym zbiorze zwartym i
wypuklym. W takiej same klasie sterowan, w pracy [17], rozwazany jest liniowy nie-
autonomiczny uktad (13) wraz z caltkowym funkcjonatem kosztu, w przypadku, gdy
funkcja podcatkowa jest wypukta jedynie wzgledem zmiennej sterowania. Wprowa-
dzone jest tutaj pojecie rodziny funkcji dwoéch zmiennych jednakowo absolutnie cia-
glych, a nastepnie podana jest charakteryzacja takiej rodziny i udowodnione twier-
dzenie Arzela-Ascoli dla funkcji dwoch zmiennych absolutnie cigglych. Udowodnione
jest tez twierdzenie orzekajace, ze z dowolnego ciggu rozwiazan, odpowiadajacych
sterowaniom z rozwazanej klasy, mozna wybraé¢ podciag zbiezny jednostajnie do
rozwiagzania odpowiadajacego pewnemu sterowaniu i taki, ze ciagi odpowiednich
pochodnych czastkowych tych rozwiazan sg zbiezne stabo w przestrzeni funkeji su-
mowalnych do pochodnych rozwigzania granicznego. Stad uzyskane jest twierdzenie
o istnieniu rozwigzania optymalnego badanego zadania.

Istnienie rozwigzania zadania sterowania optymalnego dla ogélniejszego uktadu,
ale rozwazanego z funkcjonalem kosztu typu Mayera, zaleznym jedynie od wartosci
rozwiazania w punkcie ,koricowym”, uzyskane jest w pracy [Sur2|, przy zalozeniu
wypuktosci tzw. zbioru predkosci. W szczegdlnosci oznacza to, ze nie mozna porow-
na¢ rezultatu uzyskanego w pracy [17] oraz rezultatu uzyskanego przez sprowadzenie
zadania z catkowym funkcjonatem kosztu do zadania z funkcjonatem kosztu zalez-
nym tylko od wartosci rozwiazania w punkcie ,koricowym” i zastosowanie wyniku
uzyskanego w pracy [Sur2|.

W pracy [55] badane sa uktady dodatnie typu (13), tzn. uktady, ktorych roz-
wigzania sg nieujemne, o ile nieujemne sg sterowania. W pierwszej czesci pracy po-
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dane sa warunki gwarantujace ,dodatnio$¢” ukladu nieliniowego. W drugiej czesci
udowodnione jest twierdzenie o istnieniu rozwigzania optymalnego dla zadania opi-
sanego przez uktad dodatni, liniowy wzgledem pochodnych czastkowych pierwszego
rzedu, i catkowy nieliniowy funkcjonat kosztu, przy zatozeniu wypuktosci tzw. zbioru
uogolnionych predkosci postaci (16) (por. str. 23). Nalezy zaznaczy¢, ze w uzyskanym
twierdzeniu nie naktada sie¢ warunku Lipschitza wzgledem zmiennej stanu na funk-
cje podcatkowa wystepujaca w funkcjonale kosztu, natomiast zastosowanie metody
polegajacej na sprowadzeniu zadania z catkowym funkcjonatem kosztu do zadania z
funkcjonatem kosztu zaleznym tylko od wartosci rozwigzania w punkcie , koricowym”
i zastosowaniu wyniku uzyskanego w pracy [Sur2|, prowadzi do takiego zalozenia.
Warto takze dodaé, ze dowod przedstawiony w pracy [55] ma charakter bezposredni,
podczas gdy w pracy [Sur2| wykorzystywane jest zaawansowane narzedzie w postaci
twierdzenia o dolnym domknieciu.

W pracy [4] wyprowadzona jest zasada maksimum dla zadania opisanego przez
n-wymiarowy ukltad typu (13) (nieliniowy jedynie wzgledem zmiennej stanu), punk-
towe warunki koricowe natozone na rozwigzanie i catkowy nieliniowy funkcjonat kosz-
tu. W przypadku ogélnym uktad sprzezony dany jest w postaci rownania catkowe-
go, natomiast przy pewnych dodatkowych zatozeniach przyjmuje on postac liniowego
uktadu typu (13). Warunki konieczne dla dwuwymiarowego zadania opisanego przez
uktad (13) i funkcjonal kosztu zalezny jedynie od wartosci rozwiazania w punkcie
Jkoncowym”, bez punktowych warunkAtw koncowych, uzyskane sa w pracach [Surl],
[PS2], [Sr] (w pracy [Sr| rozwazana jest klasa sterowarn kawatkami ciagtych wzgledem
kazdej zmiennej).

W pracy [23] badany jest problem ciagtej zaleznosci zbioru rozwiazan zadania
sterowania optymalnego od danych wystepujacych w opisie tego zadania, dla ukta-
dow postaci (13) (liniowych i nieliniowych). Zaleznos¢ ta opisana jest przy pomocy
pojecia gérnej granicy ciagu zbioréw.

W pracy [57] badany jest uklad (13) na przedziale nieograniczonym postaci
[0, 00) x [0,00), w klasie rozwiazan lokalnie absolutnie ciaglych i sterowan lokalnie
sumowalnych. Inspiracja do podjecia badan nad takimi uktadami byla teoria stero-
wania optymalnego dla uktadéw zwyczajnych z nieskoriczonym horyzontem, ktorej
poswiecona jest monografia [CH|. W pierwszej czesci pracy uzyskane jest twierdze-
nie o istnieniu i jednoznacznosci rozwiazania oraz badana jest kwestia ,dodatniosci”
uktadu. W drugiej czesci pracy wprowadzone sa rozne pojecia optymalnosci rozwia-
zan badanego uktadu, zwiazane z funkcjonatami kosztu typu catkowego. Wskazane
sg zalezno$ci miedzy tymi pojeciami i udowodniona jest t.zw. zasada optymalno-
Sci. 7 zasady tej wynika, og6lnie méwiac, ze niektore sposrod badanych rodzajow
optymalnosci (na przedziale [0, 00) x [0, 00)) pociagaja za soba ,skonczong” optymal-
nos¢, oznaczajaca optymalnosé na kazdym skonczonym podprzedziale [0, X| x [0, Y]
przedziatu [0, 00) x [0, 00).

W pracach [59], [26], [32] badany jest uktad rownan rézniczkowych czastkowych
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postaci

gtax 9
6_12} :Dow—l—EOz—I—Ela—‘;—i—l

dla (¢,z) € [0,00) x [0, 1] p.w., z warunkami brzegowymi

2(t,0) = ¢(t) dla t € [0, 00),
w(0,2) = Y(x) dla z € [0, 1],

gdzie z,k € R", w,l € R™. Powyzszy ukltad jest ciaglym odpowiednikiem proce-
sow powtarzalnych, zaréwno dyskretnych, jak i dyskretno-ciagtych. Uktady postaci
(14) nie byly wczesniej badane przez innych autoréw. W omawianej pracy uzyskane
jest twierdzenie o istnieniu i jednoznacznosci rozwiazania (z,w) odpowiadajacego
sterowaniu (k,l) oraz twierdzenie o ciaglej zaleznosci rozwiazan od sterowan. W
pracy [26] uzyskana jest zasada maksimum dla zadania opisanego przez liniowy i
autonomiczny proces oraz funkcjonat kosztu zalezny od funkeji konicowych. Uzyska-
ny rezultat moze by¢ wykorzystany do badania sterowalnosci ,funkcyjnej” proce-
sow powtarzalnych. W pracy [32]| otrzymane jest istnienie rozwiazania optymalnego
dla zadania opisanego przez proces (14) (w omawianej pracy proces ten jest na-
zywany dwukierunkowo ciaglym procesem powtarzalnym) oraz catkowy nieliniowy
funkcjonal kosztu. Z otrzymanego twierdzenia wynika istnienie rozwiazania zadania
rozwazanego w pracy |26].

Uklady zwyczajne Wyniki o istnieniu rozwiazania uktadu sterowania drugiego
rzedu uzyskane w pracy [15] zastosowane zostaly w tej pracy do wyprowadzenia,
przy pomocy zasady ekstremum dla zadania gltadko-wypuktego ([IT]), zasady mak-
simum dla zadania sterowania optymalnego, opisanego przez uktad (5) z warunkami
brzegowymi Dirichleta i catkowy nieliniowy funkcjonat kosztu postaci

J(u,w) = /fo(t,u(t),U(t),w(t))dt.

Zasada maksimum dla skalarnego (n = 1) problemu postaci

%a(t,u, ) = b(t,u,u,w), t €I p.w.,
u(0) = u(m) =0,

z catkowym nieliniowym funkcjonalem kosztu i przy dodatkowych ograniczeniach
typu rownosci i nieréwnosei, uzyskana zostala w pracy |GRJ|, w oparciu o metode
wariacji McShane’a.

Zasada maksimum uzyskana w pracy [15] wykorzystana zostala w pracy [30] do
wyprowadzenia zasady maksimum dla zadania sterowania optymalnego zwiazane-
go ukladem sterowania drugiego rzedu z nieskoriczonym horyzontem. W pracy (30|
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rozwazane sa, poza klasycznym, takze inne rodzaje optymalnosci, a mianowicie sil-
na optymalnos¢, doganiajaca optymalnosé, sporadycznie doganiajaca optymalnosé i
skoniczona optymalnosé. Udowodniona jest zasada optymalnosci orzekajaca, ze kaz-
dy z powyzszych rodzajow optymalnodci, tacznie z klasyczna optymalnoscia, pociaga
za soba skonczona optymalnosé, oznaczajaca optymalnosé na kazdym skonczonym
przedziale [0, T|. Glownymi wynikami tej pracy sa dwie zasady maksimum, uzyskane
w oparciu o rezultaty otrzymane w pracy [15]. Pierwsza zasada dotyczy przypadku
ogo6lnego rozwazanego zadania, druga zas - pewnego przypadku szczegolnego. Drugie
z wymienionych twierdzen jest analogiczne do odpowiedniej zasady maksimum dla
zadan sterowania optymalnego uktadami pierwszego rzedu z nieskonczonym hory-
zontem ([CHJ).

W pracach, [31] i [64] takze badane sa zadania sterowania optymalnego opisane
przez zwyczajne uktady drugiego rzedu z nieskoriczonym horyzontem.

W pracy [31] uzyskane jest istnienie rozwiazania optymalnego dla zadania ste-
rowania optymalnego opisanego przez uktad (6) w przypadku, gdy funkcja F' jest
liniowa wzgledem w i w ogélnym przypadku. Oba zadania rozwazane sg z nielinio-
wym catkowym funkcjonatem kosztu.

W pracy [64] badane jest zadanie sterowania optymalnego opisane przez uktad
sterowania postaci

= A(t)r + Bt)u +v(t), t € [0,00) a.e., (15)

i catkowy kwadratowy funkcjonal kosztu. Uzyskane sa tu twierdzenia o istnieniu,
jednoznacznosci i ciggtej zaleznosci rozwiazan od sterowan oraz o istnieniu rozwia-
zania optymalnego.

W pracy [56] badane jest, w klasie sterowari niemalejacych, zadanie sterowania
optymalnego opisane przez zwyczajny uktad dodatni pierwszego rzedu (na skoriczo-
nym przedziale) i funkcjonal kosztu typu Bolzy (w postaci sumy sktadnika catkowego
i sktadnika punktowego). Uzyskane sa tutaj, przy pomocy pojecia I'-zbieznosci cia-
gu funkcjonaléw i gérnej granicy ciagu zbioréow, twierdzenia o istnieniu rozwigzan
optymalnych i ich ciagtej zaleznosci od danych wystepujacych w opisie zadania.

W pracy [69] uzyskana zostata zasada maksimum dla zadania Bolzy zwiazane-
go ze zwyczajnym rownaniem rézniczkowo-catkowym. Dowdd oparty jest na me-
todzie Dubovitskiego-Miljutina, co pozwolito uniknaé¢ zatozenn o wypuktosdci wzgle-
dem zmiennej sterujacej funkcji wystepujacych w réwnaniu i funkcjonale kosztu. W
podejsciu alternatywnym, opartym na gladko-wypuktej zasadzie ekstremum Ioffe-
Tikchomirova pewne zatozenia typu wypuktosci wystepuja. Nalezy dodaé, ze waru-
nek minimum uzyskany w pracy [69] opisany jest przy pomocy gradientow funkeji
wystepujacych w rownaniu i funkcjonale kosztu, natomiast warunek minimum otrzy-
many przy pomocy zasady ekstremum wyrazony jest przy pomocy samych funkcji.

Uklady utamkowe W pracach [42], [46] badanie sa zadania liniowo-kwadratowe
dla zwyczajnych uktadéw sterowania utamkowego rzedu z pochodnymi Riemanna-
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Liouville’a i Caputo, odpowiednio. W przypadku uktadu z pochodng Caputo, funkcjo-
nal kosztu, poza sktadnikiem punktowym zawiera takze sktadniki funkcyjne. Gtéwne
wyniki tych prac, to wzory na gradienty badanych funkcjonatow kosztu, przy zada-
nych ograniczeniach i zastosowanie ich do dowodu zasad maksimum dla rozwazanych
zadan.

W pracy [50] badany jest zwyczajny nieliniowy uktad sterowania zawierajacy
pochodng Riemanna-Liouville’a

{ D¢ x(t) = f(t,z(t),u(t)), t € la,b] ae.

I %(a) = c ’

z catkowym funkcjonatem kosztu

b
/ fo(t,z(t),u(t))ds — min.
1 z ograniczeniem na sterowania w postaci
u(t) € M C R™.

Istnienie rozwiazan powyzszego zadania uzyskane zostalo w pracach [Kam| i [PAT].
W pracy |[Kam| zatozono liniowa strukture uktadu sterowania i wypuktosé funkeji fy
wzgledem u, natomiast w pracy [PAT| zalozono, ze fy jest wypukla wzgledem (z,w)
i M = R™ W omawianej pracy [50|, przy pomocy ,utamkowego” lematu Gron-
walla ([YGD]) i twierdzenia o funkcji uwiklanej dla odwzorowania wieloznacznego
([Kis]) udowodnione zostato twierdzenie o istnieniu rozwiazania optymalnego przy
zalozeniu, ze zbiér uogo6lnionych predkosci

{(vo,v) € R x R"; vy = fo(t,z,u), v= f(t,z,u) dla pewnego u € M} (16)

jest wypukly dla t € [a,b] p.w. 1z € R™

W pracy [44] badana jest kwestia istnienia rozwiazan dla zadan zwiazanych z
uktadami typu Roessera utamkowego i pierwszego rzedu, z catkowym funkcjonatem
kosztu. Gléwnym wynikiem w zakresie probleméw rzedu utamkowego jest twierdze-
nie o istnieniu sterowania optymalnego dla uktadu liniowego rozwazanego w klasie
sterowan absolutnie ciaglych wzgledem zespotu zmiennych, bez zatozenia o wypu-
ktosci funkcji podcatkowej opisujacej funkcjonal kosztu.

1.4.5 Prace dotyczace teorii sterowalnosci

W $cistym zwiazku z teoria sterowania optymalnego pozostaje zagadnienie sterowal-
nosci uktadow.
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Uklady zwyczajne i czastkowe W pracy [1], w oparciu o twierdzenie Browdera
o punkcie staltym odwzorowania wieloznacznego, uzyskane sa twierdzenia o stero-
walnosci uktadu zwyczajnego pierwszego rzedu z ruchomego zbioru do ustalonego
zbioru zwartego i wypuktego oraz z ustalonego punktu do tego samego punktu.

W pracy [2], przy pomocy twierdzenia Gravese’a ([Gral) i twierdzenia o globalnej
sterowalnosci liniowego autonomicznego uktadu typu (13) (|[BBW]), uzyskany zostat
warunek dostateczny dla lokalnej sterowalnosci nieliniowego autonomicznego uktadu
tego typu. Badanie sterowalnosci punktowej uktadu (12) oznacza koniecznosé rozwa-
zania niestandardowych przestrzeni rozwiazan i sterowan. W pracy [51] otrzymane
sa wyniki dotyczace globalnej sterowalnosci liniowego autonomicznego uktadu ty-
pu (12), w oparciu o wspomniany wynik o sterowalnosci liniowego autonomicznego
ukltadu typu (13) i zwiazek miedzy liniowymi autonomicznymi uktadami typu (12) i
(13). Uzyskane jest tu takze twierdzenie o lokalnej sterowalnosci nieliniowego auto-
nomicznego uktadu typu (12). Wyniki uzyskane w pracach [2] i [51] sa tego samego
typu, jak w przypadku uktadéw zwyczajnych.

W pracy [54] wyprowadzona jest zasada bang-bang dla liniowego nieautonomicz-
nego ukladu postaci (13) oraz udowodnione twierdzenie o aproksymatywnej stero-
walnosci dla takiego uktadu, rozwazanego z klasa sterowan kawatkami statych. Oba
twierdzenia sa wazne z punktu widzenia praktycznych zastosowari. Dowod zasady
bang-bang oparty na jest pojeciu catki Aumanna odwzorowania wieloznacznego, na-
tomiast dowod twierdzenia aproksymacyjnego oparty jest na uzyskanym w pracy |54|
uogdlnieniu na przypadek funkcji dwoch zmiennych klasycznego twierdzenia, orzeka-
jacego, ze funkcje sumowalne na przedziale [a, b], przyjmujace wartosci w ustalonym
zbiorze M, mozna aproksymowa¢ w sensie L'-metryki funkcjami kawalka-mi staly-
mi, przyjmujacymi wartosci w M (|Ba]). W pracy [22| wyprowadzona jest zasada
bang-bang dla uktadu typu (13) nieliniowego wzgledem sterowania. Z kolei w pracy
[24] uzyskana jest zasada bang-bang dla nieautonomicznego uktadu liniowego (13),
rozwazanego ze sterowaniami o parametrach roztozonych i sterowaniami brzegowy-
mi. Takze tutaj uzyskane jest twierdzenie aproksymacyjne dla sterowan kawat-kami
statych. W ostatniej czesci pracy rozwazany jest uktad nieliniowy, ktérego prawa
strona nie zalezy od pochodnych czastkowych pierwszego rzedu. Przy dodatkowym
zalozeniu o liniowosci prawej strony ukladu wzgledem sterowania otrzymana jest
aproksymacyjna zasada bang-bang dla sterowan o parametrach roztozonych. W pra-
cy |58] zaproponowany jest pewien algorytm numerycznego wyznaczania sterowar
kawatkami statych, o wartosciach w ustalonym zbiorze M, posiadajacych wtasnosci
implikowane przez twierdzenie aproksymacyjne, uzyskane w pracy [24]. Konstrukcja
algorytmu oparta jest dowodzie twierdzenia udowodnionego w pracy [54|, uogoélnia-
jacego odpowiedni wynik jednowymiarowy z pracy [Ba|, o ktérym mowa powyze;j.

W pracy [25] uzyskana jest zasada bang-bang dla nieautonomicznego ukladu
postaci (12) liniowego wzgledem stanu i sterowania. W przypadku uktadu liniowe-
go jedynie wzgledem stanu uzyskane jest twierdzenie aproksymacyjne dla sterowarn
kawatkami stalych. Metoda zastosowana w pracy [25|, podobnie, jak w pracy [54],
oparta jest na pojeciu catki Aumanna.
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W pracy [60] badany jest problem ,dodatniosci” uktadu postaci (12)(®). Podane
sa warunki dostateczne na to, aby uktad nieliniowy byt dodatni. Nastepnie pokazane
jest, ze w przypadku uktadu liniowego warunki te sa takze warunkami koniecznymi.
Oznaczaja one (w przypadku ukladu liniowego), ze wyrazy macierzy wystepujacych
po prawej stronie uktadu sa nieujemne.

W pracy [62] badana jest tzw. sterowalnosé¢ do zbioru (ograniczonego wieloscianu
w R") (%) zwyczajnego nieliniowego ukladu sterowania

= f(t,r,u), t €[0,T] p.w.,

rozwazanego w klasie sterowan nalezacych do ograniczonego wieloscianu (funkcyjne-
go) rozpietego na skoriczonej ilosci ustalonych sterowari i o wierzchotku w ustalonym
sterowaniu. Wyprowadzony jest tutaj, przy pomocy stopnia topologicznego, warunek
dostateczny dla takiej sterowalnosci.

Procesy powtarzalne W pracy [61] badany jest ciagly proces powtarzalny (14) z
funkcjami k i [ zaleznymi od sterowania u i ¢ = 0 (funkcja v, ktéra wystepuje w wa-
runku poczatkowym traktowana jest jako sterowanie brzegowe). W odréznieniu od
pracy 59| proces ten badany jest w przestrzeni absolutnie ciagtych sterowan (u, )
i trajektorii (z,w). Uzyskane wyniki o istnieniu, jednoznacznosci i ciaglej zalezno-
Sci rozwigzan od sterowar pozwolily wyprowadzi¢ zasade bang-bang dla badanego
procesu.

W pracy [63] badana jest sterowalnosé¢ liniowego rozniczkowego procesu powta-
rzalnego postaci

{ ».Zk-',-l (t) = A12k+1(t) + AQU)k(t) + Buk+1 (t)
’LU]H_l(t) = C’lzk+1(t) + ngk(t) + Duk+1(t)

dla k € NU{0},t € R, 0 <t < a (o> 0 jest ustalona liczba rzeczywista), z
warunkami poczatkowymi

2,(0) = dj, for k € N,
wo(t) = f(t) fort e R, 0 <t <aq,

gdzie z(t) € R™, wi(t) € R™, ui(t) € R, wspolezynniki wystepujace po prawej
stronie uktadu sa macierzami odpowiednich wymiaréw, punkty d, € R™ i funkcja
f:]0,a] = R™ sa dane. W omawianej pracy wprowadzone jest pojecie punktowe;
sterowalnosci takiego procesu wzdtuz wszystkich pasow & (jest ich przeliczalna ilosc)
i udowodnione twierdzenie o gestosci w przestrzeni H:;R" zbioru Ay pe punk-

tow, do ktorych mozna dosterowaé uktad przy pomocy sterowan kawatkami statych,
przyjmujacych warto$ci w ustalonym zwartym i wypuktym zbiorze M, w zbiorze A,

8nazywajac uklad (12) dodatnim, rozumiemy, ze dla nieujemnych funkcji brzegowych i nieujem-

nego sterowania trajektoria i jej odpowiednie pochodne czastkowe sa nieujemne
Ymoéwimy, ze uktad jest sterowalny do zbioru, jesli jest sterowalny do kazdego punktu tego zbioru
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punktéw, do ktorych mozna dosterowaé uktad przy pomocy sterowan mierzalnych,
przyjmujacych wartosci w M (Apy = Aprpc).

Kontynuacja pracy [63] jest praca [27]. W oparciu o pewien wynik o sterowal-
nosci abstrakcyjnych uktadéow sterowania, pochodzacy z pracy [Kn|, uzyskana jest
m.in. nastepujaca rownos¢ charakteryzujaca punktowa sterowalnos¢ proceséw po-
wtarzalnych wzdtuz wszystkich paséow k, przy zaltozeniu, ze zbiér wartosci sterowan
M jest zwartym i wypuklym podzbiorem przestrzeni R": Ay, = Aconr po, gdzie ex M
oznacza zbior punktéw ekstremalnych zbioru M. Jest to odpowiednik klasycznego
wyniku tego typu dla zwyczajnych (skonczonych) uktadéw sterowania.

Takze w pracy [29] kontynuowane sa badania sterowalnosci rozniczkowych pro-
cesOw powtarzalnych. Uzyskany tutaj wynik jest nieskonczenie wymiarowym odpo-
wiednikiem twierdzenia o sterowalnosci do wieloscianu, otrzymanego w pracy [62]. O
ile w pracy [62] dowod zasadniczego twierdzenia oparty jest na pojeciu stopnia topo-
logicznego, w omawianej pracy najpierw udowodniony jest nieskoriczenie wymiarowy
wariant twierdzenia Poincaré-Mirandy, a nastepnie, opierajac sie na tym twierdze-
niu, wyprowadzamy gtéwny wynik o sterowalnosci proceséw powtarzalnych do wie-
logcianu (nieskonczenie wymiarowego). Pomyst wykorzystania twierdzenia Poincaré-
Mirandy do badania sterowalnosci do wielogcianu pochodzi z pracy [BM].

W pracy [38] uzyskano twierdzenie orzekajace, iz domkniecie zbioru punktow
(2(b))ren, ktore mozna osiagnaé przy pomocy sterowait u = (I, *vy(-))ren z funk-
cjami vy, kawatkami staltymi i przyjmujacymi wartosci w ustalonym zwartym i wy-
puklym zbiorze M € R" | jest réwne zbiorowi punktow, ktére mozna osiagnaé przy
pomocy sterowan z funkcjami v, sumowalnymi z wartosciami w M dla procesu

{ CDngZkH(t) = Ayzp41(t) + Asw(t) + Bugyq(t)
wk+1(t) = C’lzk+1(t) + Ozwk(t) + Duk+1(t>

z warunkami poczatkowymi

{ zr(a) = ¢ for k € N,
wo(t) = f(t) for t € [a, ],

1.4.6 Prace dotyczace zagadnienn podstawowych

Poza gtéwnym nurtem badan zajmowalem sie réwniez zagadnieniami pokrewnymi
natury podstawowej. Obok wspomnianych wczesniej:

e uogolnienia lematu Du Bois-Reymonda dla funkcji jednej zmiennej na przypa-

dek warunkéw brzegowych typu macierzowo-okresowego i pochodnych rzedu
k ([14])

e uogodlnienia lematu Du Bois-Reymonda dla funkcji dwoch zmiennych spetniaja-
cych warunki brzegowe typu Dirichleta na przypadek mieszanych pochodnych
czastkowych dowolnego rzedu ([12])
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e charakteryzacji rodziny funkcji dwéch zmiennych jednakowo absolutnie cia-
gtych ([17])

e twierdzenia wyboru Helly’ego dla funkcji dwoch zmiennych o wahaniu skoni-
czonym ([6])

e wielowymiarowej wersji twierdzenia o aproksymacji funkcji sumowalnych funk-
cjami kawaltkami statymi ([54])

e nieskoriczenie wymiarowego wariantu twierdzenia Poincaré-Mirandy ([29])
badatem réwniez
e ciaglos¢ operatora superpozycji (Nemytskiego) na podprzestrzeni ([21])

e rozniczkowalnosé (klasyczng i dystrybucyjna) funkeji dwoch zmiennych o wa-
haniu skoniczonym ([6], [16])

e dyfeomorfizmy dzialajace z przestrzeni Banacha do przestrzeni Hilberta ([35])
e istnienie i wlasnosci globalnej funkeji uwiktanej ([41], [47])

e uogoblnienia lematu Du Bois-Reymonda dla funkcji jednej zmiennej na przy-
padek pochodnych Riemanna-Liouville’a rzedu o € (0,1) i wyzszego ([43],
[36])

e przestrzenie typu Sobolewa funkcji majacych pochodne Riemanna-Liouville’a,
ich wlasnosci, wlozenia i zwartosé¢ tych wlozen ([34], [65], [39])

e funkcje jednej zmiennej o utamkowym wahaniu skoriczonym i ich zastosowanie
do utamkowych réownan impulsowych ([48])

W pracy [21] udowodnione jest uogolnienie klasycznego twierdzenia Krasnosel-
skiego o operatorze superpozycji dziatajacym miedzy przestrzeniami LP na przypa-
dek, gdy operator ten okreslony jest na podprzestrzeni produktu skonczonej ilosci
podprzestrzeni przestrzeni funkeji mierzalnych. Uzyskany wynik zastosowany zostal
w pracy do badania cigglej rozniczkowalnosci funkcjonatu catkowego okreslonego na
produkcie przestrzeni Sobolewa funkcji jednej zmienne;.

W pracy [6] wprowadzone zostaly pojecia niemalejacej funkeji dwoch zmiennych
i funkcji dwoch zmiennych o wahaniu skoniczonym na przedziale P oraz udowodnione
twierdzenia o rézniczkowalnosci p.w. (w sensie Frecheta) takich funkcji. Problem zde-
finiowania funkcji dwoch zmiennych o wahaniu skoniczonym podejmowany byt przez
wielu autoréow. Znane sa m.in. definicje Tonellego, Vitaliego-Lebesgue’a-Frecheta-de
la Vallee Poussina, Frecheta, Arzela, Hardy’ego-Krausego, Serrina. Punktem wyjscia
dla definicji przyjetej w [6] byto okreslenie funkcji absolutnie ciagtej dwoch zmien-
nych zaproponowane w pracy |[Wall]. Mozna pokazaé, ze definicja ta jest rownowazna
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definicji zaproponowanej przez Hardy’ego i Krausego (|CA]) i pozwala udowodni¢
wiele twierdzen analogicznych, jak w przypadku funkcji jednej zmiennej, m.in. wspo-
mniane wezesniej twierdzenie o rozniczkowalnosci p.w. oraz zasade wyboru Helly’ego
([7]). Warto doda¢ (|Mos|), ze zasada ta nie jest prawdziwa w klasie funkcji dwoch
zmiennych o wahaniu skoriczonym w sensie Tonellego (podstawowym problemem jest
tutaj ,wielkos¢” zbioru, na ktérym wybrany podciag jest zbiezny — pewna charak-
teryzacja tego zbioru, w przypadku definicji Tonellego, podana jest w pracy [Nad]).
Podobnie jest w przypadku wlasnosci rézniczkowalnosci — funkcja o wahaniu skon-
czonym w sensie Tonellego moze nie mieé¢ rézniczki w zadnym punkcie. Twierdzenie
o rozniczkowalnosci p.w. funkcji o wahaniu skoriczonym, wyprowadzone w pracy
[6], mozna uzyskaé¢, korzystajac z pewnego ogolniejszego wyniku, udowodnionego w
pracy [CC|. W pracy [6] przedstawiony jest bezposredni dowod tego twierdzenia.

W pracy [16] wprowadzone zostato pojecie funkcji dwoch zmiennych o waha-
niu lokalnie skoniczonym, a nastepnie wyprowadzone twierdzenia charakteryzuja-
ce pochodne dystrybucyjne D&Y, DO DO takiej funkeji. Uzyskane wyniki za-
stosowane zostaly do udowodnienia twierdzenia o istnieniu rozwigzania liniowego
czastkowego réwnania autonomicznego drugiego rzedu z prawg strong zawierajaca
pochodna dystrybucyjna DM funkeji dwoch zmiennych o wahaniu lokalnie skori-
czonym. Twierdzenie to zilustrowane jest na przyktadzie hiperbolicznego réwnania
czastkowego impulsowego, tj. rownania, ktérego prawa strona zawiera delte Diraca
skupiong w ustalonym punkcie. Inspiracja do podjecia badan w tym kierunku byty
odpowiednie rezultaty dla funkcji jednej zmiennej i zwyczajnych réwnan impulso-
wych, przedstawione w monografii [HW|.

W pracy [35] wyprowadzone zostalo twierdzenie o dyfeomorfizmie dzialajacym
z przestrzeni Banacha do przestrzeni Hilberta. Gtéwnym zatozeniem, obok lokalnej
odwracalnosci operatora, jest warunek (natury wariacyjnej) Palaisa-Smale’a natozo-
ny na klase odpowiednich funkcjonatéow. Twierdzenie to ma charakter abstrakcyjny
i daje nowa metode badania rownan zaleznych w sposob liniowy od parametru ([35],
[37], [40]).

W pracy [41] twierdzenie o dyfeomorfizmie uogolnione zostato do twierdzenia o
globalnej funkcji uwiktanej, wyznaczonej przez réwnanie

F(z,y)=0

gdzie F' : X xY — H (X, Y sa przestrzeniami Banacha, H - przestrzeniA. . .
Hilberta), y - zmienna niezalezna (parametrem), z - zmienna zalezna. Przy po-
mocy tego twierdzenia mozna badaé istnienie, jednoznacznos¢ i rézniczkowalnosé
zaleznodci rozwiazania od parametru dla réwnan zaleznych w sposéb nieliniowy od
parametru (|41], [45]). Pewne uogolnienie tego twierdzenia udowodnione zostalo w
pracy [47|. Gléwna zmiana w stosunku do pracy [41] polega na zastapieniu bijek-
tywnosci operatora Fl.(x,y) : X — H w punktach (x,y) takich, ze F(x,y) # 0,
warunkiem F(z,y) ¢ (Im F/(z,y))* (podprzestrzen prostopadta). W pracy podany
jest przyktad pokazujacy, ze warunek ten jest spetniony, podczas, gdy rézniczka nie
jest bijekcja.
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Gloéwnymi wynikami pracy [43] sa lemat Du Bois-Reymonda dla funkeji jedne;
zmiennej posiadajacych pochodne Riemanna-Liouville’a rzedu o sumowalne z potega
p przy zaltozeniu, ze % < a < 1 oraz twierdzenie o catkowaniu przez czesci dla funkceji
jednej zmiennej posiadajacych pochodne Riemanna-Liouville’a rzedu v sumowalne
z potega p i q przy zalozeniu, ze 1 < a < 1, I < a < 1, uwzgledniajace sktadniki
,punktowe”. Szczegdlny przypadek tego twierdzenia, dla funkcji bedacych funkcjami
pierwotnymi rzedu a funkeji sumowalnych (z odpowiednia potega), jest wynikiem
klasycznym, ktory mozna znalezé w monografii [SKM]. Ponadto, w pracy [43] poda-
na zostala charakteryzacja (reprezentacja catkowa) funkcji posiadajacych pochodne
Riemanna-Liouville’a rzedu a € (0,1). Uzyskany lemat Du Bois-Reymonda rzedu «
moze by¢, podobnie, jak w przypadku pochodnych catkowitego rzedu, stosowany w
metodzie wariacyjnej badania rownan rézniczkowych do analizy regularnosci stabego
rozwigzania. Wyniki uzyskane w pracy [43] wykorzystane zostaly do wyprowadzenia
rownania FEulera-Lagrange’a wraz z warunkami brzegowymi dla funkcjonalu Bol-
zy okreslonego na przestrzeni funkcji posiadajacych pochodna Riemanna-Liouville’a
rzedu a, a takze do wykazania istnienia rozwigzania problemu brzegowego

Dy D¢ x(t) + x(t) = f(t), t € [a,b] a.e.
{ (Ia7°x)(a) = @4, 2(D) = ’
gdzie o € (%, 1), w przestrzeni funkcji posiadajacych pochodna Riemanna-Liouville’a
rzedu o sumowalng z druga potega.

Wyniki z pracy [43] przeniesione zostaly na przypadek pochodnych wyzszego w
pracy [36]. Doktadniej, uzyskany zostal lemat Du Bois-Reymonda dla pochodnych
rzedu a € (n — %, n), n € N, n > 2 oraz twierdzenie catkowaniu przez czesci - dla
a € (n—1,n), a+n+1 < p,q < oo. Ponadto, podana zostata reprezentacja catkowa
funkcji posiadajacych pochodne Riemanna-Liouville’a dowolnego rzedu a.

W pracach [34], [65] zbadano zanurzenia przestrzeni AC, funkeji jednej zmien-
nej posiadajacych pochodne Riemanna-Liouville’a rzedu a sumowalne z potega p. W
pracy [34] podana jest pelna charakteryzacja zbioru par («, ), dla ktorych zachodzi
relacja

ACS ¢ ACH
Glownym wynikiem pracy [65] jest zwarto$é powyzszych zanurzeri.

Praca [39] ma charakter fundamentalny. W pracy tej wprowadzone zostaty utam-
kowe przestrzenie Sobolewa funkcji jednej zmiennej przy pomocy pojecia pochodnej
Riemanna-Louville’a. W szczegblnym przypadku, a mianowicie, gdy a € N, prze-
strzenie te redukuja sie do klasycznych przestrzeni Sobolewa funkcji jednej zmiennej.
W pracy zdefniowane zostaly stabe pochodne utamkowego rzedu, przy pomocy funk-
cji probnych ¢ € C°(a,b) (funkcje klasy C'™ ze zwartymi nosnikami). Pokazane zo-
stato, ze pochodne te tozsame sg z pochodnymi Riemanna-Louville’a. Wprowadzone
zostaly takze dwa rodzaje norm w przestrzeniach utamkowch i wykazana ich réwno-
waznos¢. Waznymi wynikami pracy sg takze twierdzenia o zanurzaniu utamkowych
przestrzeni Sobelewa i o zwartosci niektorych zanurzen, w tym o zwartosci zanurzen
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przestrzeni Sobolewa w przestrzeniach funkcji sumowalnych. Ponadto, wykazana zo-
stata zupetnosé, refleksywnosé i osrodkowos$é utamkowych przestrzeni Sobolewa.

Praca [48|, w czesci dotyczacej klasy funkeyjnej, moze byé traktowana jako kon-
tynuacja pracy [39] (por. takze [16]). W pracy tej wprowadzone jest pojecie funkcji
o a-wahaniu skoniczonym i podana jest charakteryzacja takich funkcji. Nastepnie,
wprowadzone jest pojecie stabej o-addytywnej pochodnej rzedu « i udowodnione
jest twierdzenie orzekajace, iz funkcja sumowalna ma stabg o-addytywna pochodng
rzedu a wtedy i tylko wtedy, gdy ma skonczone a-wahanie. W klasycznym przy-
padku a = 1 twierdzenie to redukuje sie do charakteryzacji funkcji posiadajacej
dystrybucyjna pochodng wyznaczona przez o-addytywna funkcje zbioru. W drugiej
czesci pracy [48] udowodnione jest twierdzenie o istnieniu rozwiazania rownania roz-
niczkowego liniowego ze staba o-addytywna pochodng rzedu a funkcji niewiadomej,
ktorego prawa strona zawiera staba o-addytywna pochodna rzedu a zadanej funkcji
o a-wahaniu skonczonym. Wyprowadzony jest tez wzor Cauchy’ego na rozwiazanie
takiego rownania, spetniajace zadany warunek poczatkowy. Wyniki te zastosowane
sa do wyznaczenia rozwigzania rownania rézniczkowego z o-addytywna pochodna
rzedu o funkcji niewiadomej, ktérego prawa strona zawiera delte Diraca skupiong
w jednym badz skoriczonej ilosci punktow. Praca prezentuje jedno z dwoch podejsé
do réwnan impulsowych, stosowanych w literaturze, w ktérym przez rozwiazanie
rozumie sie funkcje o wahaniu skoriczonym speiniajaca rownanie w sensie dystry-
bucyjnym. Podejscie to stosowane bylo takze w pracy [16], w slad za monografia
[HW]. W przypadku uktadéw z pochodna rzedu utamkowego taka metoda nie byta
stosowana przez innych autorow. Do ukladéw utamkowych stosowana byta metoda
alternatywna, polegajaca na okresleniu wartosci skokow rozwiazania w ustalonych
chwilach w postaci warunkéw poczatkowych, z rozwigzaniem rozumianym jako funk-
cja, ktora jest kawaltkami rozniczkowalna (JAABH], [BS], [BHN], [LBS]|, [SP]).

1.4.7 Uwagi konnicowe

Do najwazniejszych wynikéw zaliczam:

e twierdzenie o dyfeomorfizmie i globalnej funkcji uwiktanej jako narzedzie ba-
dania rownan funkcyjnych ([35], [41])

e twierdzenia o cigglej zaleznosci rozwigzan od prawej strony dla potliniowego
rownania operatorowego ([18])

e definicja przestrzeni Sobolewa utamkowego rzedu oparta na pochodnej Riemanna-
Liouville’a i wykazanie identycznosci pochodnych dystrybucyjnych utamkowe-
go rzedu i pochodnych Riemanna-Liouville’a ([39])

e definicja funkcji o wahaniu a-skoriczonym i charakteryzacja jej pochodnej dys-
trybucyjnej ([48])
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definicja funkcji dwoch zmiennych o wahaniu skoriczonym i zasada wyboru
Helly’ego dla takich funkcji ([6], [7])

charakteryzacja pochodnych dystrybucyjnych funkcji dwoch zmiennych o wa-
haniu lokalnie skonczonym ([16])

uogdlnienia lematu Du Bois-Reymonda ([12], [14], [43])

uogodlnienie warunku koercytywnosci na jadrze (4) na przypadek uktadu rzedu

2k ([14])
nieskoriczenie wymiarowy wariant twierdzenia Poincaré-Mirandy (]29])

zasada bang-bang i twierdzenie aproksymacyjne w klasie sterowar kawatkami
statych dla uktadu Goursata-Darboux (]|54])

zasady maksimum dla zwyczajnych ukladéw drugiego rzedu na przedziale
ograniczonym i nieograniczonym ([15], [30])

uogolnienie twierdzenia Krasnoselskiego (|21])

twierdzenie aproksymacyjne w klasie sterowar kawatkami statych dla r6zniczko-
wych procesow powtarzalnych (|27])

pojecie asymptotycznej stabilnosci rozwigzania zerowego uktadu drugiego rze-
du w sensie wariacyjnym i twierdzenie o takiej stabilnosci (|28])
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and Robotics MMAR 2012, Miedzyzdroje, Polska, 2012
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36.

37.

38.
39.

40.

41.

42.

43.

44.
45.
46.

18th IEEE International Conference on Methods and Models in Automation
and Robotics MMAR 2013, Miedzyzdroje, Polska, 2013

Dynamical Systems and Applications, The Conference in Honor of Prof. Avner
Friedman, Lodz, Polska, 2013

V Konferencja Naukowa Rachunek Roézniczkowy Niecatkowitego Rzedu i Jego
Zastosowania, Krakow, Polska, 2013

Dynamical Systems with Applications II, L.6dz, Polska, 2014

VI Konferencja Naukowa Rachunek Roézniczkowy Niecatkowitego Rzedu i Jego
Zastosowania, Opole, Polska, 2014

10th AIMS Conference on Dynamical Systems, Differential Equations and Ap-
plications, Madryt, Hiszpania, 2014

Joint Meeting of the German Mathematical Society and the Polish Mathema-
tical Society, Poznari, Polska, 2014

3rd Conference on Dynamical Systems and Applications, ¥.6dz, Polska, 2015

7th Conference on Non-Integer Order Calculus and Its Applications, Szczecin,
Polska, 2015

VII Symposium on Nonlinear Analysis, Torun, Polska, 2015
Equadiff 2017, Bratystawa, Stowacja, 2017

The 12th AIMS Conference on Dynamical Systems, Differential Equations and
Applications, Taipei, Taiwan, 2018

1.7.2 Wyklady plenarne i zaproszone, organizacja sesji konferencyjnych

e Wyktad plenarny ,,Funkcje dwoch zmiennych absolutnie ciggte i o wahaniu

skoniczonym oraz ich zastosowanie do rownan rozniczkowych czgstkowych”, IV-
te Polskie Sympozjum Analizy Nieliniowej, Y.6dz, Polska, 2004

Wyktad zaproszony ,,Some continuous 2D systems and their applications”, Si-
xth International Colloquium on Numerical Analysis and Computer Science
with Applications, Plovdiv, Bulgaria, 1997

Wyktad zaproszony ,,Stability analysis of two-dimensional optimal control sys-
tems”, The Third World Congress of Nonlinear Analysts, Catania, Wtochy,
2000

Wyktad zaproszony ,, Controllability of repetitive processes”, Fifth World Con-
gress of Nonlinear Analysts, Orlando, USA, 2008
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o Wyktad zaproszony ,,A global implicit function theorem and its applications”,

10th AIMS Conference on Dynamical Systems, Differential Equations and Ap-
plications, Madryt, Hiszpania, 2014

e Wyktad zaproszony ,,A bipolynomial fractional Dirchlet-Laplace problem”, The

12th AIMS Conference on Dynamical Systems, Differential Equations and Ap-
plications, Taipei, Taiwan, 2018

e Organizacja (wspolnie z Markiem Majewskim) sesji zaproszonej ,,2D systems”

w ramach 19th International Symposium on Mathematical Theory of Networks
and Systems, Budapeszt, Wegry, 2010

1.7.3 Wyklady w osrodkach zagranicznych

e Southern Illinois University at Edwardsville, Illinois, USA, 1993

e Washington University, St. Louis, Missouri, USA, 1993

2.1

2.2

2.3

Osiaggniecia w zakresie opieki naukowej i ksztal-
cenia mltodej kadry

Promotorstwo w przewodach doktorskich zakonczonych
nadaniem stopnia

. Marek Majewski, Stabilnosé rozwigzan uktadow rozniczkowych i uktadow ste-

rowania, Uniwersytet Lodzki, 2003

Dominika Bogusz, Optymalizacja uktadow Goursata-Darboux z nieskoniczonym
horyzontem, Uniwersytet Lodzki, 2008

Rafal Kamocki, Pewne utamkowe uktady sterowania zwyczajne i o parame-
trach roztozonych i ich optymalizacja, Uniwersytet Lodzki, 2012 - rozprawa
wyrézniona przez Rade Wydziatu Matematyki i Informatyki UFL.

Promotorstwo w aktualnie otwartych przewodach dok-
torskich

. Kamil Pajek, Sterowanie optymalne uktadami rézniczkowymsi, catkowymsi i roz-

niczkowo-catkowymi utamkowego rzedu, Uniwersytet L.odzki

Sporzadzone recenzje w przewodach doktorskich

. Marek Galewski, Zadania dwupunktowe dla pewnych klas nieliniowych réwnan

operatorowych, Uniwersytet L.odzki, 2002
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10.

11.

12.

2.4

3.1

. El Desouky Ramo, Strongly subreqular functions and their applications in opti-

mazation, Uniwersytet L.odzki, 2004

. Andrzej Skowron, Punkty krytyczne typu potkoercytywnego i ich zastosowania,

Uniwersytet L.odzki, 2005

Marjan Jaksto, Uktady eliptyczne ze sterowaniem okreslone w zbiorach nie-
ograniczonych, Uniwersytet Lodzki, 2006

Katarzyna Szymanska, Wybrane asymptotyczne zagadnienia brzegowe dla row-
nan rozniczkowych zwyczajnych, Uniwersytet Y.odzki, 2006

Jan Pustelnik, Aproksymacja warto$ci optymalnej funkcjonatu Bolzy, Uniwer-
sytet Lodzki, 2009

Anna Michalak, Dualne podejscie do problemu stabilnosci typu Lapunowa, Uni-
wersytet L.odzki, 2009

Mariusz Jurkiewicz, Rezonansowe zagadnienie brzegowe Lidstone’a dla rownan
rozniczkowych wyzszych rzedow, Uniwersytet L.odzki, 2009

. Anna Kulig, Nonlinear evolution inclusions and hemivariational inequalities

for nonsmooth problems in contact mechanics, Uniwersytet Jagielloniski, 2009

Adrian Karpowicz, Rozwigzania Caratheodory’ego hiperbolicznych réwnan 1
nierownos$ci rozniczkowo-funkcyjnych, Uniwersytet Gdanski, 2010

Jiangfeng Han, Fvolutionary multivalued hemivariational inequalities modeling
dynamic unilateral contact problems, Unwersytet Jagielloriski, 2016

Igor Kossowski, Zagadnienia brzegowe dla rownan rozniczkowych zwyczajnych
z nielintowymi warunkami nielokalnymi, Politechnika Lodzka, 2018

Sporzadzone recenzje w postepowaniach habilitacyjnych

. Dorota Bors, Uniwersytet Lodzki, 2015

Anna Sikorska-Nowak, Uniwersytet Zielonogorski, 2016
Ewa Girejko, Politechnika Biatostocka, 2018

Dzialalnosé popularyzujaca nauke

Przekltad dziel naukowych

. Ttumaczenie na jezyk polski monografii: J. Mawhin, Problemes de Dirichlet

Variationnels Non Linéaires, Les Presses de 1'Université de Montréal, 1987
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3.2

(wspolnie z A. Nowakowskim i S. Walczakiem); dane bibliograficzne ttumacze-
nia polskiego: Jean Mawhin, Metody Wariacyjne dla Nieliniowych Problemow
Dirichleta, WN'T, Warszawa, 1994.

Inne formy aktywnosci popularyzujacej nauke

. odczyt dla uczniéow i nauczycieli nt. ,, O prostych zadaniach optymalizacyjnych”

zorganizowany przez Zarzad Oddziatu Lodzkiego PTM, 2002

. referat przegladowy nt. , Wybrane zagadnienia z zakresu teorii sterowania opty-

malnego uktadamsi hiperbolicznymai @ eliptycznymi” wygloszony podczas Uro-
czystej Sesji Naukowej z okazji 10-lecia Wydziatu Matematyki UL, 2006

. odezyt nt. ,, Utamkowy rachunek rézniczkowy” w ramach cyklu ,,Okno na po-

dworze” organizowanego przez Zarzad Oddziatu Lodzkiego PTM, 2010

. odezyt nt. , Pochodne Riemanna-Liouville’a i utamkowe przestrzenie funkcyj-

ne” w ramach Seminarium Instytutu Matematyki Politechniki Y.6dzkiej, 2013

. odezyt nt. ;O pewnym wogdlnionym utamkowym zadaniu Mayera z pochodng

Caputo” w ramach Seminarium Zastosowarnn Matematyki Oddziatu PTM w
Krakowie, 2014
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